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СОДЕРЖАНИЕ
Предисловие
Курс «Математический анализ» предназначен для студентов специальности «Управление персоналом», обучающихся на дневной форме обучения, составлен на основе ГОС ЕН.Ф.01:
«Математический анализ. Понятие множества. Операции над множествами. Понятие окрестности точки. Функциональная зависимость. Графики основных элементарных функций. Предел числовой последовательности. Предел функции. Непрерывность функции в точке. Свойства числовых множеств и последовательностей. Глобальные свойства непрерывных функций. Производная и дифференциал. Основные теоремы о дифференцируемых функциях и их приложения. Выпуклость функции. Неопределенный интеграл. Несобственные интегралы. Точечные множества в N . мерном пространстве. Функции нескольких переменных, их непрерывность. Производные и дифференциалы функций нескольких переменных. Классические методы оптимизации. Функции спроса и предложения. Функция полезности. Кривые безразличия.»
УМК состоит из программы курса, плана семинарских занятий, контрольных работ, методические рекомендаций по написанию контрольных работ, тестов, рабочая тетрадь студента, система текущего и итогового контроля студентов.
Все части УМК связаны и базируются на программе курса. Знания, полученные в результате обучения по курсу «Математический анализ» используются при обучении по курсам «Теория вероятностей и математическая статистика», «Математические модели в управлении», «Статистика», «Исследование операций» и «Управление проектами».
Программа курса «Математический анализ»
для специальности: 080505.65 - УПРАВЛЕНИЕ ПЕРСОНАЛОМ 
Пояснительная записка

Курс "Математика и информатика" ставит целью обеспечение математической подготовки студентов. В результате обучения студенты должны владеть математическими методами, необходимыми для решения задач, имеющих естественнонаучное содержание и возникающих при выполнении профессиональных функций; иметь представление о возможностях современных математических новаций, владеть методами математической обработки данных при подготовке решений в сфере управления предприятиями; знать возможности современных математических методов познания. Целью  курса является приобретение слушателями навыков математической постановки и решения задач в области управления. 

Конечные результаты изучения курса.
В результате изучения курса студент должен усвоить основные понятия и теоремы дифференциального и интегрального исчисления, уметь вычислять производные и интегралы, исследовать поведение функций одной и многих переменных, знать постановки классических задач оптимизации. В рамках семинарских занятий уметь применять полученные теоретические знания для решения учебных задач и примеров.

Студент должен уметь использовать изученные методы решения задач для расчета и оценки различных количественных характеристик необходимых для принятия решений в проблемах управления и, в частности, в области управления персоналом.

Объем курса.
Курс "Математический анализ " читается в первом и во втором семестрах. Общий объем курса - 102 часа, из них лекции - 62 часа, практические занятия - 40 часов.

Структура курса. Курс "Математический анализ "состоит из четырех основных разделов. Первый раздел - "Пределы" -  включает изучение понятия предел и действий с бесконечно большими и малыми величинами, содержание второго раздела составляют основные методы дифференциального исчисления в третьем разделе представлены интегрального исчисления и четвертый раздел – это применение полученных знаний к задачам оптимизации и к простейшим моделям экономики. Первые два раздела читаются в первом семестре, а третий и четвертый раздел, а также применение первых двух разделов в многомерных случаях изучаются во втором семестре.
Формы отчетности. В первом семестре студенты должны получить  зачет по практическим занятиям, а во втором - сдать экзамен по теоретическому материалу. В каждом семестре выполняются две  контрольные  работы. 

ТЕМАТИЧЕСКИЕ РАЗДЕЛЫ

I. ФУНКЦИИ И ПРЕДЕЛЫ
Тема 1. ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ.

Множества и подмножества, их свойства. Конечные множества, комбинаторика. Операции над множествами. Отношения между множествами. 

Объем: лекции - 2, практические  занятия - 2.

Тема 2. ФУНКЦИЯ. ГРАФИКИ ФУНКЦИЙ. ОБРАТНЫЕ И СЛОЖНЫЕ ФУНКЦИИ

Числа, числовая прямая. Способы задания функции действительного аргумента. График числовой функции. Монотонные, периодические, четные, нечетные функции. Элементарные функции и их графики.  Обратная функция. Сложная  функция.

Объем: лекции - 4, практические занятия - 2.

Тема 3. ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Понятие о числовых последовательностях. Последовательности как функции на множестве натуральных чисел. Предел последовательности. Бесконечно малые последовательности. Существование предела монотонной ограниченной последовательности. Число е как предел последовательности. Формула вычисления сложных и простых процентов, приближенная формула вычисления сложных процентов. Предел функции. Бесконечно малые функции. Теоремы о пределах. Замечательные пределы и их следствия. Непрерывные функции. Теоремы о непрерывности суммы, разности, произведения и частного непрерывных функций. Непрерывность сложной функции. Непрерывность элементарных функций. Свойства функций, непрерывных на отрезке: ограниченность, достижение наибольшего и наименьшего значений, промежуточного значения.

Объем: лекции - 10, практические занятия – 4, контрольная работа -2.

II. ОСНОВЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ И ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ
Тема 4. 
ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ.

Понятие производной. Дифференцируемость функции в точке и на множестве. Геометрический смысл производной. Уравнение касательной к графику функции. Непрерывность дифференцируемой функции. Производная суммы, разности, произведения, частного. Производные элементарных функций. Производная сложной функции. Производная обратной функции. Производные высших порядков. Дифференциал функции и его свойства. Теоремы Ферма (необходимый признак экстремума), Ролля, Лагранжа, Коши. Правило Лопиталя. Условия возрастания и убывания функции. Достаточные признаки  экстремума функции. Условия выпуклости и вогнутости функции. Применение производной к приближенному решению уравнений. Метод математической индукции. Формула Тейлора. 

Объем: лекции- 14, практические занятия- 8, контрольная работа -2.
Тема 5. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ.
Комплексные числа. Операции над комплексными числами. Тригонометрическая форма комплексного числа. Понятие о функции нескольких переменных. Предел и непрерывность функции нескольких переменных. Частные производные и полный дифференциал функций нескольких переменных. Необходимое условие экстремума функции многих переменных. Производные высших порядков. Перестановочность частных производных по разным переменным. Достаточные условия экстремума функции двух переменных. Экстремум в замкнутой ограниченной области. Производная по направлению, градиент. 

Объем: лекции - 8, практические занятия – 6, контрольная работа -2.
Тема 6. ПЕРВООБРАЗНАЯ И НЕОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ.

Первообразная: определение, примеры. Теорема  об общем виде всех первообразных данной функции. Неопределенный интеграл и его свойства. Первообразные простейших функций. Интегрирование по частям. Замена переменной в неопределенном интеграле. Методы интегрирования некоторых классов элементарных функций.

Объем: лекции - 10 , практические занятия -6.

Тема 7. ОПРЕДЕЛЕННЫЙ ИНТЕГРАЛ

Определенный интеграл функции на отрезке как предел интегральных сумм. Геометрический смысл интеграла. Свойства определенного интеграла. Формула Ньютона-Лейбница. Приложения определенного интеграла. Несобственные интегралы.

Объем: лекции- 8, практические занятия – 2, контрольная работа -2.

Тема 8. Задачи оптимизации в экономике и управлении
Постановка и решение простейших оптимизационных задач. Применение экстремальных задач в теории управления. Оптимизационные задачи с ограничениями. Задачи на условный экстремум. Метод Лагранжа решения задач на условный экстремум. Однородные функции. Теорема Эйлера. Постановки экономических оптимизационных задач и обзор методов их решения. 

Объем: лекции- 6, практические занятия – 2, итоговая контрольная работа -2.
СПИСОК РЕКОМЕНДУЕМОЙ ЛИТЕРАТУРЫ 
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КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ПО КУРСУ "Математический анализ"

(1 семестр, зачет)
1. Множества. Операции над множествами.

2. Определение функции, способы ее задания. Обратная функция, сложная функция, 

3. Свойства функций: четность, периодичность, монотонность.

4. Определение предела. Односторонний  предел. Бесконечно малые величины.
5. Применение отношения эквивалентность при вычислении пределов

6. Основные теоремы о пределах.

7. Первый замечательный предел.

8. Второй замечательный предел.
9. Вычисление  «замечательных» пределов.

10. Свойства функции, имеющей предел.
11. Непрерывность функции. 

12. Непрерывность элементарных функций.
13. Производная. Геометрический смысл производной. Производные элементарных  функций.

14. Производная обратной функции. Производные обратных тригонометрических функций.

15. Формула приращения функции. Дифференциал.

16. Правила вычисления производных (производная суммы, произведения и частного функций, производная сложной функции).

17. Исследование  функции  с  помощью  производных (условия постоянства, возрастания и убывания функции).

18.  Необходимые, достаточные условия экстремума.

19.  Правило Лопиталя.
20. Теоремы Ферма, Ролля.

21. Первая и вторая теоремы Коши.

22. Первая и вторая теоремы Вейерштрасса.
23. Теоремы Лагранжа, Коши.
24. Условия выпуклости и вогнутости функции. 
25. Применение производной к приближенному решению уравнений.
26. Ряды Тейлора и Маклорена.

(2 семестр, экзамен)
27. Комплексные числа. Операции над комплексными числами.

28. Геометрическая интерпретация комплексных чисел. Тригонометрическая форма комплексного числа.

29.  Функции нескольких переменных. Понятие предела.

30.  Частные производные. Формула полного приращения функции нескольких переменных. Полный дифференциал.

31.  Производные высших порядков.

32.  Необходимые, достаточные условия экстремума функции нескольких переменных.

33.  Производная по направлению. градиент.

34.  Условный экстремум. Метод Лагранжа решения задач на условный экстремум.

35.  Неопределенный интеграл и его свойства. 

36.  Определение первообразной функции. Ее свойства.

37.  Методы вычисления неопределенного интеграла (замена переменной).
38. Методы вычисления неопределенного интеграла (интегрирование по частям).
39. Методы вычисления неопределенного интеграла (метод неопределенных коэффициентов)

40. Определенный интеграл - задача о площади криволинейной трапеции.
41. Теорема Ньютона-Лейбница.

42.  Свойства определенного интеграла.

43. .Несобственные интегралы.

44.  Применение экстремальных задач в теории управления.
45. Постановки экономических оптимизационных задач и обзор методов их решения. 
План семинарских занятий
Семинар 1 ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ.
Количество часов – 2 часа

Форма проведения – практические задания (задачи). 
Отличие свойств конечных и бесконечных множеств.

Про любые два множества из конечного числа элементов всегда можно сказать, какое из них  «больше». Надо просто их пересчитать и сравнить. Бесконечное множество «пересчитать» невозможно. Любое бесконечное множество содержит больше элементов, чем любое конечное. Если к бесконечному множеству прибавить конечное, то получится бесконечное, это очевидно. Если из бесконечного числа выкинуть любое коечное множество, то получится бесконечное (докажите). Но как сравнить два бесконечных множества? Вместо понятия «количество элементов» в теории множеств для этого введено понятие «мощность множества». Два множества называются равномощными, если каждому элементу первого множества можно сопоставить единственный элемент второго множества и при этом у всех элементов второго множества будут свои прообразы. 

           На рисунке 1 изображён пример такого соответствия между элементами множеств А и В (изображены не все элементы множеств). Конечно, такое соответствие не единственное, их много. 
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            Мощность множества натуральных чисел обозначается  N,  множества всех действительных чисел – R.               
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рис 1.
Множество натуральных 
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                                                                                          чисел и множество  чётных 
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                                                                           положительных  чисел имеют 

[image: image366.wmf]2

5

      

                                        одинаковую мощность – N.
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Действительно, можно устроить такое соответствие : 2↔1, 4↔2,6↔3….и т.д. Для каждого чётного числа есть единственное соответствующее ему натуральное – его номер по счёту.  Значит, чётных и натуральных чисел «поровну». Это одно их самых ярких отличий между конечными и бесконечными множествами. Бесконечное множество может иметь ту же мощность, что и некоторое подмножество. У конечных множеств такого свойства нет – мощность конечного множества равна количеству элементов в нём. 

       Несколько фактов без доказательства. Мощность  R  больше, чем N.  С  помощью стереографической проекции можно доказать, что мощность множества всех точек на прямой ( R) и всех  точек на отрезке – одинакова. 

Вообще, множество мощности N   называется «счётным», остальные бесконечные множества – «несчётные». 

2. Бинарные отношения. 

           Бинарное отношение – это какое – либо свойство пар элементов множества. Если про любые два элемента множества  можно всегда определённо сказать, выполнено ли для этой пары выбранное свойство, или нет, это означает, что на множестве введено бинарное отношение. Например, если рассмотреть группу студентов, то про любых двух из них всегда можно сказать, друзья они, или нет. Итак, на множестве студентов введено отношение дружбы. Исследуем его.

           Если один студент – друг второго, то и наоборот. Значит, дружба симметрична. Из этого не следует, однако что эти два студента – одно и то же лицо (если есть хотя бы пара друзей). Поэтому дружба не антисимметрична. Так как каждый друг самому себе (как правило), то дружба – рефлексивна. И, наконец, если студент А.- друг студента Б., а Б., В., это ещё не значит, что А-друг В.Если нашлась такая разрывающаяся тройка, то отношение  дружбы в этой группе не транзитивно. 

             Рассмотрим теперь некоторые вопросы математической логики. Математическая логика имеет дело с логическими высказываниями – повествовательными предложениями, которые могут быть классифицированы, как истинные (Т) либо сложные (F). Среди таких высказываний (предложений) выделяются некоторые исходные высказывания. Называемые, простыми, истинность или сложность которых задана, исходя из каких – либо соображений. 

Из простых предложений с помощью логических связок составляются сложные, истинность или ложность которых обычно требуется установить, в этом состоит один из типов задач, называемых исчислением высказываний, которые рассматриваются в математической логике. Рассмотрим простейшие задачи такого рода. 

              Логическая связка ¬,  расположенная перед каким – либо предложением, меняет его истинность, на противоположную. Рассмотрим другую логическую связку 
[image: image367.png]Puc.18

0.



. Предложение
[image: image2.wmf]"

R

Q  истинно тогда, когда истинно одно из предложений P или Q, и ложно в том случае, когда ложны оба исходных предложения. Обе рассматриваемые задачи и другие аналогичные вопросы удобно формализовать с помощью так называемых таблиц истинности. В таблице истинности в левой части помещаются исходные высказывания, а в правой сложные высказывания, составленные из данных исходных. В зависимости от истинности или ложности исходных высказываний определяется истинность или ложность сложного высказывания (сложное высказывание классифицируется) и результат классификации заносится в таблицу. Рассмотрим в качестве примера  простейшие таблицы истинности определяющие логические связки.        
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Таблицы      истинности удобны       при классификации    сложных высказываний. Рассмотрим например задачи такого рода. 

Даны четыре простых высказывания P, Q, R, S классификация которых определена следующим образом:

	P   Q   R   S

T   F    F   T


Требуется классифицировать высказывание  P
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Q  →(R↔(
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S)). 

Задача легко решается с помощью приведённых выше таблиц истинности: 

 P
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Q  →(R↔(
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     T         F        F

          T         T
                T
 В результате получаем, что данное сложное высказывание истинно при заданной классификации исходных высказываний. Подобным способом можно составить таблицу истинности каких – либо сложных высказываний. Сложность такой задачи прямо зависит от числа исходных высказываний и логических  связок в сложном предложений, которое требуется классифицировать. 

Задачи для самостоятельного решения.  

1.Доказать, что чётных и нечётных чисел «поровну», т.е. множества равномощны.     Какова их мощность? 

2.Докажит, что множества точек отрезка [0;1] и [0;2] – равномощны. Какова их мощность?

3.Доказать, что множество положительных рациональных чисел счётно. 

Указание. Любое рациональное число можно записать единственным способом несократимой дробью, после чего расположить их в виде таблицы: 

1    2    3    4    5     6    7     8    9   10
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Каждое положительное рациональное число встречается в этой таблице только один раз – числа со знаменателем 2 – во второй строке, со знаменателем 3 – в третьей и т.д. надо придумать способ прохождения этой таблицы. Чтобы каждое число в ней было посчитано через конечное (возможно, очень большое) число шагов, т.е. каждому числу надо присвоить номер. 

4.Доказать, что объединение двух счётных множеств – счётно.

5.приведите пример двух счётных множеств пересечение которых  а) счётно, 

б) конечно.

6)Пусть А – множество студентов вашей группы. Чьи фамилии начинаются с гласной буквы, Б – те, кто родился  осенью или зимой, В – студенты – москвичи. 

Опишите (пофамильно) множества:

А  
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 Б,  А  
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 Б, (А 
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В, А 
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 (Б 
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В), А \  Б, \ (Б 
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В).

7. Пусть А – множество имён студентов группы Б – их фамилии. Одинакова ли мощность Аи Б? если да, то предложите соответствие между множествами, если нет – объясните причину. Что можно сказать о А  
[image: image20.wmf]È

 Б,  А  
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 Б? можно ли здесь применять операции над множествами7 

8. Установить свойства бинарных отношений 
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 и < на множестве вещественных чисел. Являются ли отношения 
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 и <  отношениями порядка? 

9. Составьте таблицу истинности следующего сложного высказывания: 

(P
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Q) 
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 (Q →(
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S)).

Семинар 2. Функция. Свойства функций. Обратные и сложные функции.
Количество часов – 2 часа

Форма проведения – практические задания (задачи). [6, стр. 225- 244].
Семинар 3. Понятие о числовых последовательностях. Предел последовательности. Предел функции. Точки разрыва функции.
Количество часов – 2 часа

Форма проведения – практические задания (задачи). [6, стр. 245- 253].
Семинар 4. Вычисление предела с помощью операции эквивалентность. Первый и второй замечательный предел.
Количество часов – 2 часа

Форма проведения – практические задания (задачи). [6, стр. 254- 285].
Семинар 5. Пределы числовых последовательностей и функций. 


[image: image27.wmf]Непрерывность функций
Форма проведения – контрольная работа.
Примерные задачи для контрольных работ по теме «Математический анализ»
«Пределы числовых последовательностей и функций. 
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Вариант №1 

1. Найти предел 
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2. Вычислить
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3. Найти предел
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4. Найти 
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5. Найти точки разрыва функции и указать их характер
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Вариант №2

1 Найти предел 
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2 Вычислить
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3 Найти предел
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4 Найти 
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5 Найти точки разрыва функции и указать их характер
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Вариант №3

1 Найти предел 
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2 Вычислить
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3 Найти предел
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     5 Найти точки разрыва функции и указать их характер
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 Производная. Вычисление экстремумов. Исследование функций ”

Вариант №1

1 Найти производные функций

а) 
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2 вычислить предел, используя правило Лопиталя
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3 Найти экстремумы функции двух переменных
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4 Составить уравнение касательной и нормали к графику кривой y=f(x) в точке, абсцисса которой равна 
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5 Построить график функции y=f(x) используя общую схему исследования функции 
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Вариант №2

1 Найти производные функций

а) 
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2 вычислить предел, используя правило Лопиталя
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3 Найти экстремумы функции двух переменных
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4 Составить уравнение касательной и нормали к графику кривой y=f(x) в точке, абсцисса которой равна 
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5 Построить график функции y=f(x) используя общую схему исследования функции 
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Вариант №3

1 Найти производные функций

а) 
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2 вычислить предел, используя правило Лопиталя
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3 Найти экстремумы функции двух переменных
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4 Составить уравнение касательной и нормали к графику кривой y=f(x) в точке, абсцисса которой равна 
[image: image65.wmf]0

x


 
[image: image66.wmf]1

,

3

6

3

0

3

2

-

=

+

+

=

x

x

x

y


5 Построить график функции y=f(x) используя общую схему исследования функции 
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 «Интегралы»

Вариант I
1.Найти неопределенный интеграл:
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2. Найти определенный интеграл:
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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

y =
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[image: image71.wmf]3

3

x


4. Вычислить несобственный интеграл (если он сходится):
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5. Исследовать сходимость несобственного интеграла:
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Вариант II
1.Найти неопределенный интеграл:
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2. Найти определенный интеграл:
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3. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями:

y =
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, y = 
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4. Вычислить несобственный интеграл (если он сходится):
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5. Исследовать сходимость несобственного интеграла:
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Вариант №3

1 Найти неопределенный интеграл
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2 Найти определенный интеграл
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3 Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями
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4 Вычислить несобственный интеграл
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5 Исследовать сходимость несобственного интеграла
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                                                    Занятие 1

Тема: ОСНОВЫ ТЕОРИИ МНОЖЕСТВ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ЛОГИКИ.

         Отличие свойств конечных и бесконечных множеств.

          Про любые два множества из конечного числа элементов всегда можно сказать, какое из них  «больше». Надо просто их пересчитать и сравнить. Бесконечное множество «пересчитать» невозможно. Любое бесконечное множество содержит больше элементов, чем любое конечное. Если к бесконечному множеству прибавить конечное, то получится бесконечное, это очевидно. Если из бесконечного числа выкинуть любое коечное множество, то получится бесконечное (докажите). Но как сравнить два бесконечных множества? Вместо понятия «количество элементов» в теории множеств для этого введено понятие «мощность множества». Два множества называются равномощными, если каждому элементу первого множества можно сопоставить единственный элемент второго множества и при этом у всех элементов второго множества будут свои прообразы. 

           На рисунке 1 изображён пример такого соответствия между элементами множеств А и В (изображены не все элементы множеств). Конечно, такое соответствие не единственное, их много. 

            Мощность множества натуральных чисел обозначается  N,  множества всех действительных чисел – R.               

рис 1.
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                                                                           положительных  чисел имеют 

      

                                        одинаковую мощность – N.
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Действительно, можно устроить такое соответствие : 2↔1, 4↔2,6↔3….и т.д. Для каждого чётного числа есть единственное соответствующее ему натуральное – его номер по счёту.  Значит, чётных и натуральных чисел «поровну». Это одно их самых ярких отличий между конечными и бесконечными множествами. Бесконечное множество может иметь ту же мощность, что и некоторое подмножество. У конечных множеств такого свойства нет – мощность конечного множества равна количеству элементов в нём. 

       Несколько фактов без доказательства. Мощность  R  больше, чем N.  С  помощью стереографической проекции можно доказать, что мощность множества всех точек на прямой ( R) и всех  точек на отрезке – одинакова. 

Вообще, множество мощности N   называется «счётным», остальные бесконечные множества – «несчётные». 

2. Бинарные отношения. 

           Бинарное отношение – это какое – либо свойство пар элементов множества. Если про любые два элемента множества  можно всегда определённо сказать, выполнено ли для этой пары выбранное свойство, или нет, это означает, что на множестве введено бинарное отношение. Например, если рассмотреть группу студентов, то про любых двух из них всегда можно сказать, друзья они, или нет. Итак, на множестве студентов введено отношение дружбы. Исследуем его.

           Если один студент – друг второго, то и наоборот. Значит, дружба симметрична. Из этого не следует, однако что эти два студента – одно и то же лицо (если есть хотя бы пара друзей). Поэтому дружба не антисимметрична. Так как каждый друг самому себе (как правило), то дружба – рефлексивна. И, наконец, если студент А.- друг студента Б., а Б., В., это ещё не значит, что А-друг В.Если нашлась такая разрывающаяся тройка, то отношение  дружбы в этой группе не транзитивно. 

             Рассмотрим теперь некоторые вопросы математической логики. Математическая логика имеет дело с логическими высказываниями – повествовательными предложениями, которые могут быть классифицированы, как истинные (Т) либо сложные (F). Среди таких высказываний (предложений) выделяются некоторые исходные высказывания. Называемые, простыми, истинность или сложность которых задана, исходя из каких – либо соображений. 

Из простых предложений с помощью логических связок составляются сложные, истинность или ложность которых обычно требуется установить, в этом состоит один из типов задач, называемых исчислением высказываний, которые рассматриваются в математической логике. Рассмотрим простейшие задачи такого рода. 

              Логическая связка ¬,  расположенная перед каким – либо предложением, меняет его истинность, на противоположную. Рассмотрим другую логическую связку 
[image: image85.wmf]"

. Предложение
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Q  истинно тогда, когда истинно одно из предложений P или Q, и ложно в том случае, когда ложны оба исходных предложения. Обе рассматриваемые задачи и другие аналогичные вопросы удобно формализовать с помощью так называемых таблиц истинности. В таблице истинности в левой части помещаются исходные высказывания, а в правой сложные высказывания, составленные из данных исходных. В зависимости от истинности или ложности исходных высказываний определяется истинность или ложность сложного высказывания (сложное высказывание классифицируется) и результат классификации заносится в таблицу. Рассмотрим в качестве примера  простейшие таблицы истинности определяющие логические связки.        
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Таблицы      истинности удобны       при классификации    сложных высказываний. Рассмотрим например задачи такого рода. 

Даны четыре простых высказывания P, Q, R, S классификация которых определена следующим образом:

	P   Q   R   S

T   F    F   T


Требуется классифицировать высказывание  P
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Q  →(R↔(
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S)). 

Задача легко решается с помощью приведённых выше таблиц истинности: 

 P
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 В результате получаем, что данное сложное высказывание истинно при заданной классификации исходных высказываний. Подобным способом можно составить таблицу истинности каких – либо сложных высказываний. Сложность такой задачи прямо зависит от числа исходных высказываний и логических  связок в сложном предложений, которое требуется классифицировать. 

Задачи для самостоятельного решения.  

1.Доказать, что чётных и нечётных чисел «поровну», т.е. множества равномощны.     Какова их мощность? 

2.Докажит, что множества точек отрезка [0;1] и [0;2] – равномощны. Какова их мощность?

3.Доказать, что множество положительных рациональных чисел счётно. 

Указание. Любое рациональное число можно записать единственным способом несократимой дробью, после чего расположить их в виде таблицы: 

1    2    3    4    5     6    7     8    9   10
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Каждое положительное рациональное число встречается в этой таблице только один раз – числа со знаменателем 2 – во второй строке, со знаменателем 3 – в третьей и т.д. надо придумать способ прохождения этой таблицы. Чтобы каждое число в ней было посчитано через конечное (возможно, очень большое) число шагов, т.е. каждому числу надо присвоить номер. 

4.Доказать, что объединение двух счётных множеств – счётно.

5.приведите пример двух счётных множеств пересечение которых  а) счётно, 

б) конечно.

6)Пусть А – множество студентов вашей группы. Чьи фамилии начинаются с гласной буквы, Б – те, кто родился  осенью или зимой, В – студенты – москвичи. 

Опишите (пофамильно) множества:

А  
[image: image97.wmf]È

 Б,  А  
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 Б, (А 
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В, А 
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В), А \  Б, \ (Б 
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В).

7. Пусть А – множество имён студентов группы Б – их фамилии. Одинакова ли мощность Аи Б? если да, то предложите соответствие между множествами, если нет – объясните причину. Что можно сказать о А  
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 Б,  А  
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 Б? можно ли здесь применять операции над множествами7 

8. Установить свойства бинарных отношений 
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 и < на множестве вещественных чисел. Являются ли отношения 
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 и <  отношениями порядка? 

9. Составьте таблицу истинности следующего сложного высказывания: 

(P
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                                                         Занятие 2.

Тема: функция, графики функций, обратные и сложные функции. 

1. Понятие функции. 

Функция в математике – не просто формула из букв и цифр. Иногда функции описываются несколькими формулами или вообще без формул. Так что не это самое важное. Функция одной переменной связывает между собой две величины (переменные) – аргумент и значение функции.  

Аргумент (его часто обозначают х ) –  вещественное число из области определения функции. Каждому такому числу x соответствует другое вещественное число (обозначается чаще всего y ) – это значение функции в точке x. Такая связь записывается условно y = f(x), если функция называется  f. При этом каждому x  из области определения соответствует только один y. Может случиться, что разным x  соответствует одинаковый y – это разрешается. 

       Таким образом, функция – это правило, по которому каждому значению аргумента х из области определения. Сопоставляется единственное значение функции – у.  Каким способом описано это правило, формулой, словами, графиком или таблицей – неважно. 

        Иногда у функции не указывается область определения. В этом случае предполагается, что область определения надо найти самостоятельно – надо указать все х, при  которых функция «имеет смысл», т.е. можно вычислить f(x).

До сих пор у нас у зависел от х, но зависимость между х и у можно рассматривать и с другой стороны. С графической точки зрения всё выглядит просто. Пусть 
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 (рис. 4). Поменяем координатные оси. Для этого сначала повернём график на 90 градусов против часовой стрелки (рис. 5), потом отразим его зеркально относительно вертикальной оси (рис. 6). Получившаяся линия обозначает ту же зависимость, что и  
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, но теперь х зависит от у . но полученная линия  - не график функции, ведь над   у  = 0, например, находятся две точки – 0 и 
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, какую из них выбрать? Объяснение простое. Если х выражать через у, то х  =  
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.  Это не одна функция а две. 
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А).График функции х  =  
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 - на рисунке 7, функции х  =  
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 - на рисунке 8. 

Итак, пусть есть функция у = f(x). Есть две возможности. 

Если разные х из области определения имеют разные у, то после поворота отражения получится график функции, который мы обозначим х = g(y). Функция g называется обратной функцией к f . Если  например, f (
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, то g (
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x

, т.е. обе функции описывают одну и ту же взаимосвязь между х и у, но разными способами. Область определения функции g – это все значения  y, которые понимает  f , т.е. область значений f. Область значений g -  это область определения f. Обратную функцию к f  обозначают 
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, т.е. g = 
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. На рисунке 9 – функция у = 
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. При разных х у неё разные у. Значит, у неё должна быть обратная функция. Это функция х = ln(y). (Рисунок 10).  

Б). Если есть разные х области определения с одинаковыми у, то после поворота и отражения получится линия, которую нельзя считать графиком функции                ( Рис. 4,6). Значит, обратной функции к  f не существует. Но можно разбить область определения функции на участки возрастания и убывания функции. На каждом участке функция f имеет обратную функцию, ведь на таком участке у разных х разные у. Сколько участков – столько и « обратных функции». Они называются ветвями обратной функции. На рисунках 7 и 8 – ветви обратной функции к функции  
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 (рис.7) – обратная функция к у = 
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 (рис. 8) – обратная функция к  у = 
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4. Рассмотрим теперь понятие сложной функции. Как известно, сложная функция представляет собой композицию (последовательное применение) нескольких простых функций. Одна из важных зада состоит в том, чтобы а дальше страниц нет! 

21- страница. 1.Пример устранимого разрыва уже встречался (Рис. 12, точка х=1). Но раньше мы не обращали особого внимания на значение функции в самой точке разрыва, ведь при вычислений пределов это не имеет значения. 
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рассмотрим три примера (Рис.14, 15, 16). У всех трёх левые и правые пределы в 1 совпадают и равны 1, но только в последнем случае мы имеем рисунок непрерывной функции (значение в точке х=1 равно 1 и совпадает с пределами). На рисунке 14 функция имеет разрыв в точке (в этой точке не определена функция). На рисунке 15 у функции значение в точке  1 равно 2, а пределы равны  1  функция имеет разрыв в точке 1. Разрывы на Рис. 15  и 16 – устранимые, достаточно положить у(1) = 1, и разрывов не будет. 

2. Бесконечный разрыв – это ситуация, когда один или оба односторонних предела равны бесконечности. Самый известный пример – функция у=
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  в точке 0. Значение функции в точке разрыва, даже если оно  есть, уже не оказывает влияния на наличие разрыва. 

3.последний случай – когда один или оба односторонних предела не существуют в какой-то точке. В этой очке будет неустранимый разрыв, значение функции уже  не влияет на это. 

Например, 


f(x) =  
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0, если х=0

имеет разрыв в точке 0. В этой очке не существует предела у функции  
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 При подходе к 0, например, слева,  
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  делает бесконечное число колебаний с амплитудой равной 2. ни к какому конкретному числу в итоге,  
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 не стремится при x → 0.                                  
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После этих примеров можно дать несколько рекомендаций – как искать «подозрительные» (особые) точки. Сначала надо обратить внимание на все функции, участвующие в выражении – нет ли у них самих разрывов. Потом – если функция записывалась на разных участках разными формулами, добавить к «подозрительным» точкам точки соединения этих участков. Если в записи встречаются дроби, то все  точки, в которых какой – нибудь знаменатель обращается в 0, тоже «подозрительные», их тоже надо проверять. 

Пример. Исследуем на непрерывность функцию y = 
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   сам по себе имеет разрыв 0. Знаменатель x ln x  определён только при положительных  x- из-за -  ln x. Значит, график есть только в положительных точках. Кроме того, знаменатель обращается в 0 в точке 1. Итак, только две точки требуют исследования – 0и 1. Хотя 0 не входит в область определения, для построения графика надо посмотреть, как функция подходит к 0 справа (со стороны положительных чисел), т.е. посчитать предел справа.  

Итак, 
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  бесконечный разрыв, причём при подходе  

К 1 справа функция стремится к +
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Чтобы найти предел 
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 (предел справа), найдём сначала по правилу Лопиталя  (занятие 9) предел x ln x в 0, он равен 0. Функция 
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 предела в 0 не имеет, но она там  ограничена: 
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 существовал бы и равнялся бы - 
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 (когда ограниченную функцию делим на 0, получаем бесконечность). Но 
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 при подходе к 0 меняет знак, и поэтому можно найти последовательность точек 
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  и другую последовательность 
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. Значит предела нет. На рисунке изображено поведение функции в окрестности 0, на рисунке 19 – общий вид.
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Задачи для самостоятельного решения

1.Исследовать на непрерывность следующие функции и построить их графики в в окрестностях особых точек (исследовать характер точек разрыва): 
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                                                     Занятие 6   

Тема : производная и дифференциал.

«Пособие», стр. 42-50. 

Научиться пользоваться табличными производными и правилами, которые приводятся в любом учебнике по математическому анализу, достаточно легко. 

Обратим внимание на другие моменты. 

1.Левая и  правая производные. 

Точно так же, как и для пределов, можно ввести понятие левой и правой производной. 

Обычная производная функции f (x) в некоторой точке 
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, правая производная – предел справа когда 
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. При вычислений обычной производной рассматривают поведение функции в полной окрестности точки  
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 , левая производная показывает поведение функции только слева, а правая только справа от 
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. Конечно, здесь действует соответствующая теорема в пределах. В нашей ситуации она выглядит так:  производная в точке существует только в том случае, если существуют левая и правая производная и они совпадают. 
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В пособии «Математика, ч.1» на стр. 47 доказана следующая теорема: если функция f(x) имеет конечную производную в точке 
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, то f(x) непрерывна в 
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. Обратное утверждение неверно – есть непрерывные, но дифференцируемые функции. Например, функция f(x  )= |‌х‌‌| непрерывна во всех точках, не дифферен6цируема в 0. Действительно левая производная от |‌х‌‌| в 0 равна -1, потому что |‌х‌‌| =-х слева от 0, правая производная равна 1, потому что справа от 0   |‌х‌‌| =х. производные слева и справа в точке 0 не совпали, значит в точке 0 нет обычной производной (ещё говорят, что |‌х‌‌| не дифференцируемая в 0 функция). Это видно даже из графика, если вспомнить, что производная – это тангенс угла наклона касательной к графику функции соответствующей точке. Получается, что в точках левее 0 касательная: y = -х (угол наклона 135 градусов), в точках правее 0 касательная:  y = х (угол наклона – 45 градусов), а в самой точке 0 касательной нет – если провести её под углом 135 градусов, то она не будет касаться графика в 0+0 (правее) если под углом 45 градусов, то не будет касаться графика в 0-0 (левее). Вообще если график функции имеет «угол» (необязательно в 90 градусов), то в этой точке функция не имеет производной.     






Другой пример. Рассмотрим функцию на рисунке 21 (в точке 0 функция равна 0). У этой функции производная во всех точках кроме 0, равна -1. в точке 0 у функции разрыв. Там по теореме нет производной хотя оба куска наклонены под одним и тем же углом 135 градусов. Объясняется это кажущееся противоречие просто - в точке 0 нет левой производной. Действительно,  f(0)=0,  f 
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, т.е. предела нет. 

2. Формулы. 

Пусть мы хотим найти производную функции у =
[image: image178.wmf]x
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в точке 2. 

Можно конечно посчитать предел. Но на самом деле это уже сделано в таблице производных, которой надо лишь воспользоваться: 

y´ =
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, после этого надо подставить х = 2. В результате получаем: 12
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. Производная функции у =
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в точке 2 равна числу 12
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Короче говоря, та функция которая получается после дифференцирования по табличным правилам, даёт значение производной сразу во всех точках области определения, надо только подставить нужную точку. 

3.Дифференциал. Для функции одной переменной понятия одной производной и дифференциала связаны следующей формулой df =  f
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, т.е. дифференциал функции это производная,  умноженная на приращение аргумента. Эта теорема доказана в пособии «Математика, ч. 1» на стр. 48. Дифференциал функции одного переменного используется редко, но в других разделах – дифференциальном исчислении нескольких переменных, интегральном исчислении он имеет большое значение. 

Задачи для самостоятельного решения. 

1.Найти производные следующих функций: 

y = 7sin x + 3 ln x; y = 
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y=|‌x|, x ≠ 0; y = x|‌x|.

2.Найти производные следующих функций указанных в точках: 

y = 5 cos x + x ln x в точке; 
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в точке 2.

3.Найти производную функции в точке 0, действуя по определению: 

 f (х) =    
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4.Найти дифференциалы следующих функций в указанных точках: 

 y = 
[image: image191.wmf]2
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в точках 1; 2; -3; y = sin x  в токах 0, 
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                                                Занятие 7

Тема: эластичность и её применение в экономическом анализе. 

«Учебник», стр, 73-88. 

1. Понятие эластичности. 

Пусть величина y зависит от  x: y = f (x). Если меняется x, меняется и y. Встаёт вопрос, как измерить  чувствительность y к изменению x. Один из показателей такой чувствительности – производная  f 
[image: image194.wmf]/

(x). Производная –это скорость изменения функции по отношению к изменению аргумента x. Но в экономике применять производную не всегда удобно, потому что она зависит о  единиц измерения. Если рассмотреть зависимость спроса на бензин (Q) от его цены (S), то спрос можно измерять в тоннах или баррелях, цену в рублях или долларах. В одном случае при вычислении производной  
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 получится, скажем, 145 т/руб. измеряя то же самое в других единицах – 955т/$ или 5640 бар/руб, и всё это относится  к одному и тому же экономическому показателю. При таком подходе трудно сравнивать показатели. 

Чтобы избавиться о размерности, при измерении чувствительности одной величины по отношению к другой в экономике используют не абсолютные (кг, руб, т), а относительные изменения (доли и проценты). При этом появляется понятие эластичности. 

Эластичность переменной у по переменной х:
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Можно заметить, что d ln 
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 - ещё одно правило вычисления эластичности, они мало отличаются друг от друга при небольших относительных (процентных) изменениях рассматриваемых величин. 

2. Некоторые свойства эластичности.

Как мы это уже отмечали выше, эластичность – безмерная величина, значение которой не зависит от того, в каких единицах измерены величины у и  х: 
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Эластичность произведения двух функций, зависящих от одного и того же аргумента, равна сумме эластичности множителей  
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3. Эластичности элементарных функций. 

Эластичность степенной функции 
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 постоянна и равна показателю степени 
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 EMBED Equation.3  [image: image207.wmf]
Эластичность показательной функции 
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4. Виды эластичности в экономике. 

Эластичность спроса по цене показывает относительное изменение (выраженное в процентах) величины спроса на какое – либо благо (товар, услугу и т.п.) пр  изменений цены этого блага на один процент и характеризует чувствительность потребителей к изменению цен на продукцию. Если ценовая эластичность спроса по абсолютной величине больше единицы, о спрос называют эластичным (совершенно эластичным при бесконечно большой величине эластичности). Если ценовая эластичность спроса по абсолютной величине меньше единицы, то спрос называют неэластичным (совершенно неэластичным при нулевой эластичности). И, наконец, если ценовая эластичность спроса по абсолютной величине равна единице, то говорят о спросе с единичной эластичностью. 

Эластичность спроса по доходу показывает относительное изменение (выраженное в процентах) величины спроса на какое – либо благо при изменении дохода потребителей этого блага на один процент. Положительная эластичность спроса по доходу характеризует нормальные (качественные) товары, а отрицательная – малоценные (некачественные) товары. 

Задачи для самостоятельного решения. 
1.Докажите, что эластичности взаимно обратных функций – взаимно обратные величины6


[image: image211.wmf])

(

)

(

x

E

y

E

y

x

=

. 

2. Докажите, что эластичности частного двух функций равна разности эластичностей этих функций.

3. Найти эластичность следующих функций:
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4. Докажите следующие свойства: если 
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5. Объясните, почему эластичность спроса по цене обратна эластичности цены по спросу.

6. Пусть цена товара является функцией, зависящей от спроса на него. Покажите, что если производная этой функции   отрицательна (что это означает с экономической точки зрения?), то эластичность спроса по цене также отрицательна. Объясните экономический смысл этого утверждения.

7. Выручка от продажи товара равна произведению объёма спроса на него на цену товара. Определите, для каких товаров эластичность выручки по цене положительна, а для каких – отрицательна. 

8. Покажите, что если спрос на товар неэластичен, то при  увеличении объёма выпуска товара выручка от его продажи будет сокращаться, а при уменьшении объёма выпуска – увеличиваться. 

                                                       Занятие 8

Тема: производная сложной функции. 

«Пособие» стр. 51-52. 

Мы будем использовать на этом занятии единственную формулу: 

если  F(x) = f(g(x)), f  - дифференцируема в точке g
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1. Пусть сложная функция состоит всего из двух вложенных функций. Найдём производную функции 
[image: image218.wmf].
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 В качестве  внутренней функции g(x) здесь выступает sin x, а внешней функции  f – функция   f (g) =
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 Чтобы найти производную 
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, надо произвольную sin x в 
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, т.е.         cos 
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= - 1, умножить на производную 
[image: image224.wmf]2

g

в точке g = sin 
[image: image225.wmf]p

. Т.е. 2g = 2 sin
[image: image226.wmf]p

=0. Получается 0. 

Формула для нахождения производной в точке 
[image: image227.wmf]0
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: 
[image: image228.wmf].
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Найдём производную функции 
[image: image229.wmf]2
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. Здесь синус и квадрат поменялись местами, и ответ совершенно другой: 
[image: image230.wmf].
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2. Если вложенных функций больше, то  основную формулу надо применить несколько раз. Найдём производную функции 
[image: image231.wmf]4
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ln(sin

x

y

в точке 
[image: image232.wmf]0

x

. Сначала надо расставить функции по старшинству: 
[image: image233.wmf]4

, потом ln, потoм sin. В результате 
[image: image234.wmf].
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Задачи для самостоятельного решения:
1. Найти производную:


[image: image235.wmf],
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 EMBED Equation.3  [image: image236.wmf])
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 Занятие 9 

Тема: правило Лопиталя, порядок бесконечно малых, производные высших порядков.

«Пособие», стр. 45-47, 57-58, 52-53. 

1. Правило Лопиталя позволяет разрешать неопределённости (вычислять пределы) типа 
[image: image237.wmf]0

0

 и 
[image: image238.wmf]¥

¥

  (раньше мы пользовались боле слабыми методами – замечательными пределами, теоремой Безу, для многочленов, которые не всегда могли помочь. 

Найти предел 
[image: image239.wmf].
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  проверим, можно ли применить здесь правило Лопиталя. 

А). ln (x+1) и sin х определены в выколотой окрестности 0. 

Б). 
[image: image240.wmf].
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В)..Обе функции дифференцируемы в выколотой окрестности 0. Все условия выполнены, можно применить правило Лопиталя: 
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Иногда правило Лопиталя приходится применять несколько раз. 

Найти предел 
[image: image242.wmf].
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. Применяем правило, получаем: 
[image: image243.wmf].
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После первого применения неопределённость не исчезла. В этом случае надо или сразу применить правило второй раз, или сделать какие – то упрощения и применить правило после того. В данном случае можно поступить обоими способами: 

применяем правило сразу: 
[image: image244.wmf].
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Применяем свойства предела: 
[image: image245.wmf].
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Здесь даже не пришлось второй раз применять правило- мы воспользовались первым замечательным пределом. 

С помощью правила Лопиталя можно раскрывать и неопределённости других типов - 
[image: image246.wmf].
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 Для этого надо с помощью логарифмирования привести неопределённость к виду 
[image: image247.wmf]0

0

 или 
[image: image248.wmf]¥
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, использовать правило Лопиталя, а потом вернуться к исходному пределу с помощью экспоненты. 

Пример. Найти предел 
[image: image249.wmf].
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 логарифмируем  
[image: image250.wmf].
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Получается неопределённость 0
[image: image251.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image252.wmf]¥

×

. Такую неопределённость легко свести к стандартной: 
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 - неопределённость 
[image: image254.wmf].
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 Итак, 
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1

ln

lim

)

ln(

lim

0

0

x

x

x

x

x

x

®

®

=

  Применяем правило: 
[image: image256.wmf].
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  Итак , 
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2.Бесконечно малые 

Функция f(x) называется бесконечно малой в точке a, если 
[image: image261.wmf].
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Но функции бывают разные – одни стремятся к 0 быстро, другие медленно, например функция 
[image: image262.wmf]2

x

 стремится r 0 быстрее, чем 
[image: image263.wmf],

x

а 
[image: image264.wmf]3

x

- быстрее чем 
[image: image265.wmf]2

x

 (достаточно рассмотреть их графики в окрестности 0 и сравнить значения этих функций при одинаковых 
[image: image266.wmf]x

 ). 

Чтобы устанавливать какая функция «быстрее» используется понятие «порядка малости» функции в точке. 

Бесконечно малые в точке  a функции f  и g называются одного  порядка малости в точке  a, если 
[image: image267.wmf]0
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, и эквивалентными в точке a, если с=1. 

Обозначается 
[image: image268.wmf]f

~ g. Например, sin x и x эквивалентны в 0. 

Функция 
[image: image269.wmf]f

- более высокого порядка малости по сравнению с g, если 
[image: image270.wmf]0
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. Это означает, что 
[image: image271.wmf]f

 - «быстрее» стремится к 0, чем g. 

Обозначается 
[image: image272.wmf]f

(x) = o (g(x)). 

Если 
[image: image273.wmf]¥
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, то наоборот, g более высокого порядка малости по сравнению f  и g (х) = o (
[image: image274.wmf]f

 (x)). 

Если предела нет, то функции – несравнимы. 

3. Производные высших порядков.

Обычную производную функции мы будем называть производной первого порядка. Отметим, что производная первого порядка сама является некоторой функцией. 

Производной второго порядка  называется производная первого порядка n называется производная о  производной порядка n-1. 
Производная второго порядка функции 
[image: image275.wmf])
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  обозначается так:

у" и  f" (х), или 
[image: image276.wmf].
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Производная  порядка  n обозначается следующим образом:


[image: image277.wmf],
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[image: image279.wmf].
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Пример. Найти производную второго порядка от функции y=ln(1-x).

y'
[image: image280.wmf],
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Задачи для самостоятельного решения:

1. Найти пределы: 


[image: image282.wmf].
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2. Найти пределы: 
[image: image283.wmf].
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3. Сравнить порядки малости в точке 1 следующих функций:

(х-1) и ln x; 
[image: image284.wmf])
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[image: image287.wmf].
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4. Найти производные второго порядка от следующих функций: 


[image: image288.wmf].

cos

;

;

5

4

2

2

2

5

x

y

e

y

x

x

x

y

x

=

=

+

+

-

=

 

5.Найти производную порядка n от следующих функции: 


[image: image289.wmf]).
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                                                    Занятие 10

Тема: необходимые и достаточные условия экстремума. 

«Пособие», стр. 60-64. 

1. По теореме Ферма если  дифференцируемая в окрестности точки 
[image: image290.wmf]0

x

 функция f(x) имеет в этой точке экстремум (максимум или минимум), то 
[image: image291.wmf]f

'
[image: image292.wmf].
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первое замечание. Обратное утверждение – неверно, т.е. если 
[image: image293.wmf]0
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, то необязательно 
[image: image294.wmf]0
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- экстремум, может быть, это перегиб. Например, у функции 
[image: image295.wmf]3
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  в точке 
[image: image296.wmf]0
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 производная равна 0, но в этой точке нет ни максимума, ни минимума  (Рис.22). 

Второе замечание. Если функция не дифференцируема в полной окрестности точки 
[image: image297.wmf]0

x

 то применять теорему Ферма нельзя. Например, функция 
[image: image298.wmf]x

y

=

 имеет минимум в точке 0, но в этой точке у неё нет производной. (Рис.20). В таких случаях надо рассмотреть участки, на которых функция дифференцируема и применить теорему Ферма для этих участков. Потом в тех точках, где функция не дифференцируема, искать экстремумы «вручную» (сравнивать значение функции в точке со значениями в близких точках).  




2. Во втором случае ничего не поможет, кроме непосредственного рассмотрения функции. В первом случае есть теоремы о достаточных условиях экстремума. 

Итак, пусть 
[image: image299.wmf].
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Первое условие – если возрастание сменяется в точке 
[image: image300.wmf]0
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 убыванием (т.е. 
[image: image301.wmf]f

'
[image: image302.wmf])
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 меняет знак плюса на минус при х движущемся слева направо), то в 
[image: image303.wmf]0
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- максимум. Если наоборот, с минуса на плюс – минимум. Если знак производной не меняется, то экстремума нет. 

Второй подход – посмотреть выпуклость функции. Если в 
[image: image304.wmf]0
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 максимум, то там «горка», значит выпуклость вверх и  
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(все производные до порядка k равны 0, а сама производная порядка k не равна 0. Тогда если  k – нечётное число, то экстремума нет (перегиб), если k  - чётное число, то экстремум есть – при 
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Задачи дя самостоятельного решения

1. исследовать функции на экстремум, не строя их графики:
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[image: image315.wmf]2
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[image: image316.wmf]0
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3. определить промежутки возрастания и убывания, а также точки экстремума функции Тонквиста, описывающих зависимость спроса на товар (у) от дохода потребителя (х) (здесь и ниже 
[image: image317.wmf]g
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а) товары первой необходимости 
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б) предметы роскоши 
[image: image319.wmf];
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в) малоценные товары 
[image: image320.wmf].
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                                                Занятие 11

Тема: исследование функции с помощью производных и пределов. 

«Пособие», стр. 59-64. 

1. С помощью производной можно устанавливать основные свойства функции, что помогает, например, при построении графиков. Отметим прежде всего, что по знаку производной можно судить о возрастании или убывании функции. На тех промежутках, где производная положительна,  функция возрастает, а на тех где производная отрицательна – убывает. В простейших случаях область определения функции  можно разбить на конечное число промежутков возрастания и убывания функции. Эти промежутки разделены критическими точками функции, в которых либо производная не существует, либо равна нулю. Если критическая точка такова, что производная в ней равна нулю, и эта критическая точка является общей границей для промежутков возрастания и убывания, то такая точка будет точкой локального максимума или минимума функции (точкой локального экстремума). Если же оба промежутка слева и справа от критической точки являются промежутками возрастания (убывания) функции, то такая точка является точкой перегиба. Дадим этим фактам  и геометрическую интерпретацию. 

Первая производная функции 
[image: image321.wmf]f

' 
[image: image322.wmf])
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 - это тангенс угла наклона касательной к графику 
[image: image323.wmf])
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 в точке 
[image: image324.wmf]0
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. Если производная равна 0, то касательная горизонтальна. Тогда в точке 
[image: image325.wmf]0
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 у функции  
[image: image326.wmf])
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 имеется локальный минимум, или локальный максимум, или перегиб. 

Точка перегиба – это такая точка, в которой график оказывается с двух сторон от касательной. На рисунке 23 точка А – это точка перегиба. Конечно, точка перегиба не может ни максимумом, ни минимумом, потому что с одной стороны от А график выше точки А, с другой стороны ниже. 
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Итак, можно предложить такой план исследования функции:

А)найти область определения функции и исследовать функцию на непрерывность, т.е найти точки разрыва и исследовать эти точки. При этом для вычисления левых и правых пределов в точках разрыва иногда приходится применять правило Лопиталя.

б).на тех участках, где функция непрерывна и дифференцируема, надо найти её производную. Участок, где производная положительна – участок возрастания, Где отрицательна – участок убывания. Точки, где производная равна нулю, требуют внимательного рассмотрения – не все эти точки являются максимумами (возможен перегиб). Чтобы выяснить, надо исследовать знак производной слева и справа от точки. Если знак меняется, то имеет место экстремум. 

в). С помощью второй производной можно выяснить выпуклость функции. Если f"
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, которая выпукла вниз во всех точках, вторая производная равна 2>0. Если f"
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  в точке 
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  имеет перегиб. 

г). Для исследования поведения функции  
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 . Если эти пределы равны бесконечности, то можно попробовать найти все асимптоты. 

Асимптота  - о прямая, к которой приближается график функций при 
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Например, график функции 
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2. Исследуем функцию и построим график 
[image: image343.wmf]1
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 (рис. 24). 

Разрыв этой функции происходит там, где 
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 т.е. в точках х = 1 и х = -1. 

Исследуем эти разрывы: 
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Теперь у'=
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 производная обращается в 0 в точке х =0, сама функция в этой точке равна -1. у' > 0 при х < 0,  у'<0 при  х> 0. отсюда следует, что функция возрастает при отрицательных х,  убывает при положительных х. 
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>0, значит, функция всюду выпукла вниз. 

Пределы на бесконечности: 
[image: image350.wmf].

0

1

1

lim

,

0

1

1

lim

2

2

=

-

=

-

-¥

®

+¥

®

x

x

x

x


д) В вашем случае можно было воспользоваться честностью функции  
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Рис. 24 

е). Если функция  имеет период (например, тригонометрическая), то достаточно нарисовать график на одном периоде, а дальше просто копировать этот участок.

3. Посмотрим на график 
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  эта функция часто используется в теории вероятности. (Рис.25). 

У функции нет разрывов – и 
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непрерывны и дифференцируемы всюду. Кроме того функция чётная, значит график симметричный.  
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 у'=0 в точке 0, это максимум потому что,  функция возрастает при х < 0, убывает при х > 0. В точке 0 функция
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 у "=0 в точках 1 и -1, это точки перегиба, при ‌‌|х|>1 функция выпукла вниз, при |х|<1- выпукла вверх. 

При 
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Кроме этого функция всюду положительная. 
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